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L'énoncé de cette épreuve spécifique aux candidats de l'option P' comporte 3 pages. 

----- 
11 cst de11nnd6 expresscincrit aux sdiididatS de donner des d&nonstrations pr6cises C l  

rigoureuses. Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en consid6ration par le- 
correcteur. 

IR+ dQsigne l'ensemble des réels positifs (O compris). 

!Rt désigne 1 I ensemble des reels strict2ment positifs. 

Pour O élément de W+, t élément de IR, on définit l'application f Q I  t de [RT dans (R par : 

,"' e-tx 
(XI = 

t 1 + x2 

PARTIE 1 

1") Déterminer l'ensemble C des couples (a,t) Cléments de IR+ x p tels que 

f (x) dx converge?. JO aIt 
l'intégrale 

Si (cY.,~) appartient C ,  on note @ a (t) l'integrale i+Nfa,t(x) dx 

et l'on définit ainsi une application +a d'un intervalle de IR dans R. 

Par exemple, @O applique IR+ dans IR. 

2 " )  a - Soient cx un dl6ment de IR+ltO un élément de Z: h LUI r&el non n u i  
1 tels que : lhl d to . Montrer z!&égalité : 

H b - Déduire de ce qui pr\;.cède que 40 est indéfiniment dérivâble s ' a  IR+ , 
et que l'on a : 

* 1 
t 

(1) ( Y t&R+ 1 ( $ o ( t - i  + @o"(t) = - 1 
x 3') a - Soit t - a(t) une application de IR+ dans lui-même. Montrer, pour t 

i élément de IR+, les  inégalités : 

( 2 )  1 1 1 $0 (t) - $0 (0) 1 < 7 ta2 (t) + Arctg - 
a (t) 

1 1 ( 3 )  (t) d - + Arctg - 
t a (t) 

b - Déduire de ce qui pr6cèdeque $O est continue sur R+;et verifle : 

= / .  I .  

lim $ 0  (t) = O. 
t++* 
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4 ' )  Montrer que l'ensemble E des applications deux fo l s  ddr ivc ib lcs  :? ric IR+ ix clans R 

qui vérifient : 

a exactement un élément. 

PARTIE II 

1") a - Soient u,X des éléments de IR+ x tels que : u < X , et v un rccl . 

Montrer : dX sin (x - v) cos (u-v) - cos(X-v) dx = 
X U X 

b - Déduire de ce qui precbde que, pour (u,v) élément de IR i xR, l'integralc t. 

sin (x - v) dx, notee F (u,v) , est convergente, et est égale à : 
X 

2')  a - Soit p une application continue de IR: dans IR telle que l'intégrale i'ubiyl dy 

"l+* converge. Gn définit l'application R de IR+ x dans IR par : R(s) = p ( y )  dy . Mont.rer que R est 

continbent dBrivable, avec : R '  (s )  = - p ( s )  pour tout s sttictement positif. 

b - En utilisant ce qui précGde, et sn apportant les justification:; I l ~ ~ C C 5 C ~ A r C ' S l  

montrer que l'application f de IR+ x dans IR définie par : f(t) = F(t,t) , (F est definie en II - 1")  b !  

est indefiniment dérivable, et que l'on a : 

+W 

(7) lim f(t) = O . 
t'+a 

sin x 
3") a - Montrer briPvcment la converqence de l'int6gralc dx . s 

b - Etablir avec soin, pour t > O, l'inégalité : 

+uJ 

TI sir, x 
d x =  - , et en déduire 2 4')  En utilisant les résultats précédents, démontrer : 

les valeurs des intégrales absolument convergentes : 

UA 

J O  x2 

c sin x 
L dx 

J O  X / 
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PARTIE III 

dx converge, ainsi que sin tx 
x(l -l. x2) 

1') Montrer quef pour t réel, l'intégrale 

'cos tx 
1 -+ x2 dx * 

i- 

dx f et l'on définit ainsi des s i n  tx dx . cos t x 

l'intégrale 

x(l +x2) L: Gn psc' : G ( t )  = 

applications G et K de R dans IR . 
s 

2 ' )  a - Justifier soigneusement, pour t > O, les kgalités : 

+do +m 
t2 - x 2  2, COS x d x x s i n  x 

(9) G(t) = $ -1 t2 + x2 2 

TI et en déduire : lim G(t) = . 
t-+ +m 

T I  b - Montrer que l'on a : IG(u) - G(v) 1 4 ;j- Iu-vI pour u,v réels, et déduire de - 
ce qui précède que G est une application continue born6e de IR dansIR. 

o o i l o o  
O O Q O O  


